7.2 Grad eines Polynoms

Definition: Der Grad eines Polynom F(X) :iiber einem Korper K ist

“
deg(F) max{i > 0| a; # 0} falls F #0,
= T T ——am—
8 —o falls F = 0.

Ein Polynom vom Grad < 0 heisst konstant, eines vom Grad > 0 heisst nichtkonstant. Ein Polynom vom
Grad < 1 heisst linear, eines vom Grad < 2 quadratisch, eines vom Grad < 3 kubisch. Ein Polynom vom
Grad n > 0 mit hochstem Koeffizienten a,, = 1 heisst normiert. Der Koeffizient ag von X° =1 in F heisst
der konstante Koeffizient von F.
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Proposition: Fiir je zwei Polynome F' und G iiber K und jedes A € K* gilt:
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Proposition: Fiir je drei Polynome F', G, H {iber K mit H # 0 gilt:

F-G=0& (F=0)V(G=0),
FH=GH & F=G.
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Proposition: Der Ring K[X] ist ein Vektorraum iiber K, isomorph zu dem Folgenraum Fj aus Eine
Basis von K[X] ist {X* | ¢ > 0}. Die Polynome vom Grad < n bilden einen Unterraum der Dimension

n+ 1 mit Basis {X" | 0<1i < n}.
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7.3 Nullstellen

Satz: Fiir je zwei Polynome F und G € K[X]| mit G # 0 existieren eindeutige Polynome @ und R € K|[X]
mit deg(R) < deg(G) und F'=Q -G + R. T

Diese Polynomdivision mit Rest erfolgt von Hand wie die Division ganzer Zahlen.
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Sei nun F' € K[X] beliebig.

Definition: Ein Element A € K mit F'(\) = 0 heisst eine Nullstelle von F'.

Proposition: Ein Element A € K ist eine Nullstelle von F' genau dann, wenn ein Polynom G iiber K
existiert mit F(X) = (X — \) - G(X).
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Definition: Fiir jedes A € K heisst

pr = sup{m>0|3IGeKX]: F(X)=(X-N)"-GX)} € Z>0U@

die Nullstellenordnung von F in X. Ist py > 0, so heisst \eine Nullstelle der Vielfachheit oder Multiplizitat

wx von F.

Bemerkung: Es gilt p, < deg(F) falls F' # 0 ist, und py = oo falls F = 0 ist.
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Satz: Jedes von Null verschiedene Polynom F' iiber K lasst sich schreiben in der Form

FIX) = (X =A™ (X = A)" - G(X)

mit geeigneten r 0 und p; > 1 und paarweise verschiedenen \; € K, sowie einem Polynom G iiber

K ohne Nullstellen in K. Dabei sind Aq,..., A, genau die Nullstellen von F' in K und pq,...,u, deren
M

Nullstellenordnungen. Ausserdem sind r und G, sowie die Paare ()\;, i;) bis auf Permutation der i, eindeutig

bestimmt.

Definition: Ist in der obigen Zerlegung GG eine Konstante in K, so sagen wir, dass F' tiber K in Linear-
faktoren zerfillt.

Folge: Fiir jedes von Null verschiedene Polynom F' iiber K ist die Anzahl der Nullstellen von F'in K, mit
Vielfachheiten gezéhlt, kleiner oder gleich deg(F').
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Proposition: Ist K ein unendlicher Koérper, so ist jedes Polynom F' iiber K durch die Polynomfunktion
K — K, v — F(x) eindeutig bestimmt.
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Satz: Fiir jedes normierte Polynom F € Z[X] gilt: Jede Nullstelle von F' in Q liegt schon in Z und teilt
den konstanten Koeffizienten von F'. -
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Folge: Es gibt einen effektiven Algorithmus, der fiir jedes Polynom in Q[X] alle Nullstellen in Q bestimmt.
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7.4 Algebraisch abgeschlossene Korper

Satz: Fiir jeden Korper K sind dquivalent:

(a) Jedes nichtkonstante Polynom iiber K besitzt eine Nullstelle in K.

(b) Jedes Polynom iiber K zerfallt in Linearfaktoren tiber K.
(¢) Jedes Polynom vom Grad n > 0 iiber K besitzt, mit Vielfachheiten gezahlt, genau n Nullstellen

in K.

Definition: Ein Koérper mit den obigen Eigenschaften heisst algebraisch abgeschlossen.
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Beispiel: Ist K ein endlicher Korper, so ist F'(X) := 1 4 [],cx(X — A) ein Polynom vom Grad |K| > 0
iiber K ohne Nullstellen in K. Also ist K nicht algebraisch abgeschlossen.
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Satz: Jeder Korper ist in einem algebraisch abgeschlossenen Kérper enthalten.

(Beweis in der Vorlesung Algebra I-11.)

Fundamentalsatz fiir die Algebra: Der Korper C ist algebraisch abgeschlossen.
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Beispiel: Der Korper R ist nicht algebraisch abgeschlossen.

Proposition: Fiir jedes Polynom F' iiber R und jede Nullstelle A € C von F' ist die komplex Konjugierte
X eine Nullstelle von F derselben Multiplizitit wie \.
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Satz: Jedes Polynom iiber R ist ein Produkt von Polynomen vom Grad < 2 iiber R.
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